formula

Vidjeli smo da Grinova formula daje vezu 1izmedu
dvostrukog integrala po nekoj oblasti § 1 krivolinijskog
integrala po konturi te oblasti. Pokazalo se da postoji
analogna veza izmedu povrSinskog integrala po
zatvorenoj orijentisanoj povrsi S i trostrukog integrala po
tijelu V kojeg ograni¢ava povr§ S (SI 1). Pretpostavimo
da je povr§ § pravilna, tj. da svaka prava koja je
paralelna sa bilo kojom koordinatnom osom prodire
povrS S u najvise dvije tacke.
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Ako su funkcije £(x.y.2), AX02) 1 Klxy.7) neprekidne - &
izvodima prvog reda u oblasti V| tada vaz; < 5 'O

parcijalnim

oF 92 . Ixcdydz = (ﬁde\*d:: + Qdxdz + Rdxd v

Formula (2) naziva se formula Ostr'()cvmds]\--oﬁr Gane
| e o : . = &~ \JduUsa,
izmedu povrsSinskih integrala prve 1 druge vrste. formula 2
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ovrSinske integrale. ak 1t : .
. S a}‘O_ glatka povrg § OgraniCava tijelo V j
kosinusi uglova koje spol; na v J&10 V1 cosa, cosp | COsY su
*- 4 povrs 5 gradi sa koordinatnim osama:

_ '3 I\ - 4 ) F
a) ffx aydz + y¥dxdz + 2" xdxdy b) J"l COSQ + ycosf3 + zcos Y
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L S COOSTY
e 0.
S XSty e
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a) .!’ f X"dydz + y°dxdz + 2° xdxdy = BH j ( Xty o )dxdydz.
V ...

aSnja normala

b) chos 0.+ ycosf3+ zcosy
.
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Primjer 12. Dokazati da se zapremina V tijela ograniCenog sa povrsi S

s . I
Izracunava | . Y= |
po formuli: V > :[J.(.xcosa+ yeosP+zcosy)dS , gdje su cosa. cosP 1

cosy pravci kosinusa spoljasnje normale na povrs S.
Primjenom formule Ostrogradskog-Gausa (stavlajjuci P=x, O=y i R=z) dobijamo da je

y = J‘dedydz :%' ” 3dxdydz =-§ ”(xcosaJr.y cosf3 + zcos Y)dS ;. Stel e fitrebalo
v “ S

dokazati.

Primjer 13. Primjenom formule Ostrgradskog-Gausa izratunati sljedece
Integrale:

a) szdydz + y dxdz + 7°dxdy , gdje je S spoljna normala kocke V: 0<x<a.
.

0<y=<a, 0<z=<a.

b) f xX’dydz + y’dxdz + 2’dxdy , gdje je S spoljna normala sfere
)

X4y 4z =a.
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j(m +y+z)dz=3a
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”‘ > dydz + v~ dxdz + 33(/_..\"(/_\; = 'H-J‘( XV Z)c/ xdydz =2 j(/ X J}[ y
X a : . |
S

b) Uvodeéi sferne koordinate: x=pcos@siny, y=psin@siny ., z= DCOSV .

" |sin (Pl- V: 0=p=a, OS(PE?-TT- O0<y<m dobijamo da je

3 3 _
J‘J‘x‘3 dydz + y dxdz + 7" dxdy =
51
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Primjer 14. IzraCunati (ﬂ 3xdydz + 2 ydxdz —4zdxdy , ako je S spoljna strana
S

( 4 m | 1 1271 :
S1n (p| dpd@dy =3 -2 jp dp jsm P @ J‘d\p =... —-—-—5——-(1 ..
0 0 0

piramide ~ ogranicena ravnima x+y+z=1, x=0, y=0, z=0, 0 praven spoljne

normale.
Ovo je zadatak 1z primjera 9. Na njega se moze primijentti formula Ostrogradskog-

Gansa, Kake je P=3x, O0=2y, R=-47 ,to e
1
<ﬁ3xdydz + 2 ydxdz — 4 zdxdy = E;H.(fi + 2 —4)dxdydz = 'U‘[dXdde =V :_6_ _
S

Primjer 15. Izracunati Cﬁ xdydz + vdxdz + zdxdy , ako je S spoljna strana
S

kocke koju ograniéavaju‘ ravai: x=0, x=1, y=0, y=1, z=0, z=1, U pravel Spone

normale.
[ ovdje se moze primijeniti formula Ostrogradskog-Gausa:

Cﬁ xdydz + ydxdz + zdxdy = 'm‘ (1+1+1)dxdydz =3 dexdydz — =9
V 1%

3
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Primjer 16. Naci tok 7 vektotskog polja F=xity j—2z k Kiex S
povriinu kocke S: 0<x<a, 0<y<a, 0<z<a,u pravcu spoljne normale.
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I = (ﬁx%lydz f y3dxdz = Z3dx(/y = J’H(}L tay — 7 Jdxdhide =
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dvostrukog integrala po oblasti .

ﬁ «ingva formula daje vezu izme_du § e ienicn)
E krivolinijc';ﬁg(g) integrala po granici G oblasti 5. Sfoksova formula se javlja uopstenjen
rinove formule.  Ona prcds'tavlja' vezu 1Z1 edu
povrsinskog integrala po poOvIS i krivolinijskog
integrala po granici & povrsi S (S12). |
Neka je povrs S zadata jednacinom z = 70, V),
edje su funkcije z(x,y), z,(x,y) i z,(x,v) neprekidne
u zatvorenoj oblasti ¢ koja je projekcija povrsi S na
ravan Oxy. Oznaéimo sa G granicu oblasti §.
Ako su funkcije P(x,v,z), O(x,v,z), R(x,y,z) neprekidne zajedno sa svojim
arcijalnim izvodima prvog reda na povrsi S, tada vaZi
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Primjer 18. Nai cf (y+ 2)dx + (x4 z2)dy + (x + y)dz , g

’ : 1
Oznadimo sa S krug 2

v+ v+ z=0.Primjenom Stoksove



Glava 2. REDOVI

2.1, Brojni redovi
a) Konvergencija brojnog reda

Neka je a,,a,,..,4,,... 7z realnih brojeva,

Definicija 1. Izra;
A ¥a¥..¥va +...,

nazivamo beskonalni brojni red (kratko red). Brojeve 00y yos g -

Clanovima reda, pri a, nazivamo opétim élanom. .

ja 2. Niz (), &ji s Samovi S,=a. S,—qtay—
ivamo nizom parcijalnih symareda(1).
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Zalo je vazno znati da 1y dati r

o sume konvergentnih redova 7z

[/ praksi
ONVergina,

parcijalnim sumanma.

Najopstiji
se na Kosijev Krit
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kriterijum konvergencije (brojnih) redova pripada
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XlanoV! reda (5) sa 1spremjesta

80 it (B malagE B Elanoya konvergent

dt,“'nol Sllil]]l L pre]nJCS[ﬂann d k ] _ o
reduina St e dd SE “1~va kod kojih s€ ova sum; 76
U J o 7S pol\déllle mo klﬂSU l‘deVd 2
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e
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Teorema 4. AKO 1€ E A,

n=l
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Dokaz. Neka je 5, = lali -I-!(lg'
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'S —-Sn{ :IanH +an+2 +”'+ar;+p
konvergira, to 1 n1Z <S ”> konvergira.
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Definicija 5. Konvergenti red Za” nazivamo uslovno konvergentan akg
n=|
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Z , a, ’ divergira.

n=I\

Teorema 5. Neka red Z(zn apsolutno konvergira ka broju S. Tada z

=]

proizvoljno grupisanje ¢tanova on ponovo konvergira ka broju S.
Dokaz teoreme 5 ne¢emo navoditi.
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Nokaz teoreme O necemo navodit,

b) Kriterijumi konvergencije brojnih redova

Navodimo nekoliko, osnovnih, kriterijuma o konvergenciji brojnih redova. Neka su
G0

data dva brojna reda Z Z/) Prvi red oznaéimo kratko (A), a drugi (5).

1= |

1. Kriterijum uporedivanja

a) Ako je za svako n2n,: lanl <b , tada 1z konvergencije reda (B) slijed:
apsolutna konvergencija reda (A), i

b) Ako je za svako n=n,:0<b <a, , tada iz divergencije reda (5) slijeds

divergencija reda (A).
Dokaz. a) Kako je red (B) konvergentan, to na osnovu teoreme 1 imamo:

(\7’8>O)(3noe N)(Vn>no)(‘v’pe NYillb, o 50,0 o D N

N+l n+2 n+p

<b . +b

n+1 n+2
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Dalje je la

+-00
). red Zlanl apsolutno konvergira. (Napomena: Kako apsolutno konvergentan red

n=|
konvergira (teorema 4), to iz tvrdenja a) slijedi dared (A) konvergira.)

b) U ovom slucaju je S;Z) > S;(;” . odie e S,(,” :Zak i Sf??" :Zbk . Kako j¢
k=1 k=1

lim §¥ = 400 ,toje i lim S\’ =+oo, tj. red (A) divergira.
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Primjer 6. Ispitati konvergencgu redova: a) Z ) Z-——-——-—-——-———-—————-)n_l :
n=| ” n=1| (?-'n o 1)2'_
sin’ n | Shbd
a) Neka je ga=r— 1D, = Tada je Vne N: <—. Kako red Z——-
14 14 n" nh n=l 14!
sin” n .

konverglla to 1 red Z konvergira.
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